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1 Lagrange-Formalismus

In der gestrigen Vorlesung haben wir die Beschreibung eines physikalischen Systems
mit Hilfe der Newton’schen Axiome kennen gelernt. Oft ist es aber nicht so einfach
die Kraftbilanz aufzustellen, da das System &ufleren Zwangskriften unterworfen ist,
die die Bewgungsfreiheit einschrinken und die schwierig zu beschreiben sind. Wir
werden heute mit dem Lagrange-Formalismus eine elegante Art kennenlernen fiir solche
Systeme die DGLs aufzustellen.

1.1 Zwangsbedingungen

Wir charakterisieren die Einschrénkung der Bewegung durch sogenannte Zwangsbe-
dingungen. Als Beispiel sei hier das Fadenpendel genannt. Das Pendel schwingt nur
in einer Ebene. Zudem ist die Lidnge des Pendels [ fest. Damit ergeben sich folgende
Zwangsbedingungen

z(t) =0
PP —1?=0
Die Zahl der Zwangsbedingungen reduziert die Freiheitsgrade des Systems. Das Faden-

pendel mit urspriinglich drei Freiheitsgraden hat nun also nur noch einen Freiheitsgrad.
Um das ganze direkt im Newton Formalismus zu behandeln miissten wir den Ansatz

mi =F, +Z

machen mit der Zwangskraft Z, die die Einschrinkungen durch die Zwangsbedingun-
gen beschreibt. Mit den Lagrange-Gleichungen 1. Art kann die Zwangskraft bestimmt
werden und die DGL gel6st werden. Zuerst aber fithren wir noch folgende Begriffe ein

Definition 1.1 Fine holonome Zwangsbedinung fiir ein System von N Teilchen hat
die folgende Form
gi(r1,..,rn,t) = 0.

Ist die Zwangsbedingung nicht explizit zeitabhdngig, so heifit sie skleronom, ansonsten
rheonom.

Anholonome Zwangsbedinungen koénnen z.B. Ungleichungen sein. Wir werden uns aber
auf holonome Zwangsbedingungen beschrinken.

1.2 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Wir stellen nun die Lagrangegleichungen 1. Art auf. Es sei ein System gegeben, welches
m holonomen Zwangsbedingungen g;(r,t) 4 € 1,..,m unterliegt. Die Zwangskraft Z;,
die die Einschriankung der Bewegung in die durch g; gegebenen Ebene sicher stellt,
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steht orthogonal zu dieser Ebene (Z;||Vg;(r,t)). Wir verwenden die Methode der La-
grangemultiplikatoren A; (vgl. Analysis IT) mit dem Ansatz fiir die Zwangskraft

Z; = \i(t)Vygi(r,t).

Damit ergibt sich folgende Bewegungsgleichung (Lagrangegleichungen 1. Art)

m

mi=F + Z Ai()Vg;(r, t).

i=1

Diese enthilt (3+m) zu bestimmende Grélen (x, y, 2, A1, .., Ay, ). Die drei DGLSs zusam-
men mit den m Zwangsbedingungsgleichungen erlauben es diese zu l6sen und damit
sowohl die Trajektorie als auch die Zwangskrifte explizit zu bestimmen.

1.3 Kochrezept: Lagrangegleichungen 1. Art

Disclaimer: Die Lagrangegleichungen 1. Art sollten nur verwendet werden, wenn nach
den Zwangskréften gefragt wird oder dies explizit verlangt wird. Meistens ist es prak-
tischer die Lagrangegleichungen 2. Art zu verwenden.

1. Aufstellen der Zwangsbedingungen g;(r,t) =0
2. Berechnen der Gradienten der Zwangsbedingungen Vg;(r,t)

3. Aufstellen der Lagrangegleichungen 1. Art mit den Lagrange-Multiplikatoren A

m

mi =F + > \(t)Vg;(r,t)

i=1
4. Losen des Gleichungssytems aus DGL + Zwangsbedingungen (zweimaliges Dif-

ferenzieren der Zwangsbedingungen)

1.4 Beispiel: Fadenpendel

Wir behandeln das Fadenpendel-Problem mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen 1. Art.
Die Zwangsbedingungen lauten

g1=2(t) =0
g=>+y*—1*=0.
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Wir berechnen Vg;

0
V91 = 0
1
2x
Vga = |2y
0

Die Lagrangegleichungen 1. Art lauten also

ma = Aa(2x)
mjj = —mg + A2(2y)
mz = )\1

Durch die erste Zwangsbedingung ist z bereits bestimmt und daraus folgt durch zwei-
maliges Differenzieren der Zwangsbedingung Z = 0 = A; = 0. Wir hétten diese Ko-
ordinate natiirlich auch von Anfang an weglassen kénnen. Wir differenzieren nun die
zweite Zwangsbedingung zweimal und erhalten

222 4 2z + 29% + 2yij = 0.

Hier setzen wir die DGL fiir Z,4 ein und lésen sie die Gleichung dann nach As auf.
Fiir 22 + y? wir wieder die Zwangsbedingung ein.
2% + 207 + Ao2a® + Ao ty® — 29y =0
5y % (77
2

Dies setzen wir wieder in die DGL ein und erhalten folgende Gleichungen

S Ay =

mg m (.2 2
L By -2 (22 + 97
mi = -2 212 (22)
mg m (.2 :2
. S Yy—5 (@ +y
mij = —mg + 2 212( ) (2y)

und umformen ergibt die Form

j=-g+ 5 (gy—3* -9 v.

Dies ist nicht besonders schon zu 16sen aber die Zwangskrifte sind jetzt bestimmt.
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1.5 Lagrange-Gleichungen 2. Art

Bei m Zwangsbedingung sind fiir ein N Teilchen System nur f = 3N — m Freiheits-
grade voneinander unabhéngig. Wir kénnen das System also durch die Angabe von
f Koordinaten vollstdndig beschreiben. Dazu fithren wir generalisierte Koordinaten
q1,--,q¢s ein und transformieren unsere alten Koordinaten in das neue System

z; = zi(q1,..,qf,t) Vie{l,.,3N}.

In diesen generalisierten Koordinaten stellen die Zwangskréifte keine Einschrankung
da. Wir fithren die Lagrangefunktion L ein

L(qla LR vaqla 7qfat) = T(qla - qf, qlv ,Qf,t) - V(qh - qf, ql7 LX) Qf7t)

als Differenz von kinetischer und potentieller Energie ausgedriickt durch die generali-
sierten Koordinaten. Mit der Lagrangefunktion kénnen wir die Bewegungsgleichungen
aufstellen (Euler-Lagrangegleichungen oder Lagrangegleichungen 2. Art)

doL oL
dt 8¢; g

0, i=1,.,f

Dies ist ein System von f Differentialgleichungen. Das Aufstellen der Lagrangefunktion
ist meistens wesentlich einfacher als das Aufstellen der Bewegungsgleichungen.
1.6 Kochrezept: Lagrangegleichungen 2. Art

1. Aufstellen der Zwangsbedingungen

2. Wahl von Koordinaten, die die Zwangsbedingungen erfiillen

3. Aufstellen der Transformation von kartesischen Koordinaten zu den generalisier-
ten Koordinaten

4. Aufstellen der Lagrangefunktion in diesen Koordinaten
5. Ableitung der Lagrangegleichungen 2. Art

6. Losen der DGL in den generalisierten Koordinaten

1.7 Beispiel: Fadenpendel

Wir behandeln nun das Fadenpendel mit den Lagrangegleichungen 2. Art. Die Zwangs-
bedingungen lauten

z(t) =0
22 +yP—1%=0.
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Fiir dieses Problem sind Polarkoordinaten mit p = [ geeignet, zudem kénnen wir direkt
z = 0 setzen. Die Transformation in diese generalisierten Koordinaten lautet also

lsin ¢

r=|lcos¢
0

und ¢ ist unser einziger Freiheitsgrad. Die Geschwindigkeit in den generalisierten Ko-
ordinaten lautet

l gzﬁ cos ¢
r= | —l¢sing
0
Damit stellen wir die Lagrangefunktion auf

1,52
L=T-V =gsmr® —mgy
= %m12¢2 + mgl cos ¢

und leiten die Bewegungsgleichung ab

doL oL _

dt 9y 0o

d 2] s
@E(ml gi))—i—mglsmgb—O

ml2é§ = —mglsin ¢

@é: f%sinqﬁ.

Diese Bewegungsgleichung ist um einiges einfacher als die Gleichungen, die wir mit
Lagrange 1. Art erhalten haben.

1.8 Beispiel: Doppelpendel
Wir stellen die Zwangsbedingungen fiir das in Abbildung 1 gezeigte Doppelpendel auf.
Das Pendel bewegt sich nur in einer Ebene und die Langen des Pendels 1, [5 sind fest.
z1=0
290 =10
ol +yi -G =

(2 —21)* + (2o —1)> = 13=0
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v

Abbildung 1: Doppelpendel

Als generalisierte Koordinaten bieten sich ¢1, ¢2 an. Die Transformation lautet

l1 sin ¢1 l161 cos ¢
ri = [licos¢i | ,F1 = | —=l1¢1sin¢y
0 0
{1 sin ¢1 + Il sin (,252 ll(b'l.COS (;51 + l2¢2 COS (g
ro = | lycosgr +lacosga |, T2 = | —l1¢;singy — laga sin gy
0 0

Wir berechnen zunichst ry?

. N2 . . 2
152 = (Ldrcosér +1adz) + (~lidrsingn — Lo singz)
= l% cos? d1 ¢% + l% cos? ¢2¢3§ + 2l115 cos ¢ cos ¢2¢1¢2 + l% sin? ¢1é% + l% sin? ¢2q5§ + 2l115 sin ¢ sin (bg(bl ég
= l%(b? + l%qﬁ% + 213115 (cos @1 cos ¢g + sin ¢y sin ¢o) q.blq'Sg
Additionstheorem:=cos(¢1—¢2)

= 1202 4+ 1292 + 2111y cos(p1 — d2)b1ba
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Wir stellen die Lagrangefunktion auf

L=T-V
= Lmyit + migys + $mat + magyo
= %m1l%¢.12 + 2mo (ﬁdﬁ + 1303 + 2115 cos(¢1 — ¢2)¢.>1¢.52> +m1gly cos g1 + mag (I1 cos g1 + Iz cos ¢2)
=4(m1 + m2)l%¢.12 + 3ma (l§¢§ + 21113 cos(p1 — ¢2)<J51€£>2) + (m1 + ma)gly cos g1 + magls cos ¢o

Hieraus leiten wir die Lagrangegleichungen 2. Art fiir ¢; und ¢, ab
4oL oL _,
dt 8¢1 8¢1

@% ((m1 +ma)l2p1 + malyly cos(¢y — ¢2)(Z.52) + (1 + mg)gly sin ¢y + maosin(¢y — ¢a)drda =0

& (my +ma)lié + malils cos(d1 — da)da — malilz sin(¢r — ¢2) <Q51¢2 - ¢§> + malyly sin(py — ¢2) e = —(my

S (my +mo)lids +molyls (COS(¢>1 — ¢2) 2 + sin(py — ¢2)¢§) = —(my + ma)gly sin ¢y

So1 = —% sin ¢ — ﬁf (COS(¢1 — ¢2)p2 +sin(pr — ¢2)¢§)
Analog folgt

dor on_

dt 8(152 8¢2

(:)% (mzl%éz + molyls cos(py — ¢2)¢1) — my sin(¢; — ¢2)¢1¢2 + maglysingy = 0
Smsligs +mahily (cos(¢>1 — $2)f1 —sin(¢1 — ¢2)¢7 + sin(pr — ¢2)<7'51¢2) — malilasin(1 — ¢2)d1¢2 = —magls
Smalyds = —magla sings —mahl (COS(¢1 — ¢2)1 — sin(¢1 — ¢2)¢%)

Spo = —% sin ¢ — i (COS(¢1 — ¢2)¢1 — sin(¢1 — ¢2)¢%>
Wir kénnen also auch fiir relativ komplexe Systeme bequem die Bewegunsgleichungen
mit dem Lagrange-Formalismus aufstellen.

1.9 Symmetrien und ErhaltungsgréBen

Aus der Lagrangefunktion lasst sich nicht nur die Bewegungsgleichung ableiten sondern
man kann auch etwas iiber die Erhaltungsgréfien des Systems lernen. Wie wir gestern
bereits gesehen haben, vereinfacht die Kenntnis von Erhaltungsgrofien die Losung der
DGLs betrichtlich. Zwischen der Symmetrie eines Systems d.h. einer Transformation,
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die die Lagrangefunktion bis auf eine totale Zeitableitung invariant ldsst, und der
zugehorigen Erhaltungsgrofie gibt es einen eindeutigen Zusammenhang, der allgemein
durch das Noether-Theorem beschrieben wird.

Satz 1.1 (Noether Theorem) Sei eine lokale Transformation gegeben ¢; — ¢, =
qi(t, ) sodass sich die Lagrangefunktion unter der Transformation nur um eine totale
Zeitableitung dndert

OL(x(t, o), x(t, ), t) d
=—K .
da 0o Ot (@,)
Dann ist die Grofie Q
oL aqi
= -K
Q 8qz Jda a=0

eine Erhaltungsgrafe.
Wir betrachten hier 2 Spezialfille.

1.9.1 Impulserhaltung

Héngt die Lagrangefunktion von einer Koordinate ¢; nicht explizit ab so ergibt sich
aus der Euler-Lagrangegleichung direkt

d oL - oL

dt 9g; dq;
Wir nennen diese Grofie den zu g; konjugierten Impuls. Die Impulserhaltung entspricht
der Translationsinvarianz dieser Koordinate. Dies zeigen wir durch Verwendung des
Noether-Theorems. Die Transformation lautet g; — ¢; + a. Da die Lagrangefunktion
nicht von ¢; explizit abhéngt ist L(q}) = L(¢;) < K = 0. Damit lautet die Erhaltungs-
grofie

= const.

Q_aiqz dox a=0
———

=1
oL
04

1.9.2 Energieerhaltung

Wir betrachten die Transformation ¢ — t + « (Zeitranslation). Diese resultiert in der
Koordinatentransformation ¢; — ¢;(t + o). Damit gilt

9q; _ 0g; o
da|,_y O dal,_,
= ¢;-



Philipp Landgraf m Ferienkurs Theoretische Mechanik
Christina Schindler SS 2014

Wir berechnen K falls L nicht explizit von der Zeit abhéngt

d _ OL(x(t,a),(t, ), t)
dtK( b= Oa =0
_Zaqiaa _+Zaql-aa i
Z 5‘Lq N OL
6(11 ~ 0¢; @,
=0
_a
Codt

Dann lautet die Erhaltungsgrofe

Q= Za 4i —

Diese Grofle definieren wir als Energie des Systems.

2 Hamilton-Formalismus

Die Hamiltonsche Mechanik spielt praktisch nicht so eine grofle Rolle, ist aber ein
wichtiges Element der Theorie besonders fiir den Ubergang zur Quantenmechanik.

2.1 Hamiltonsche Gleichungen

Wir definieren zu jeder Koordinate ¢; den generalisierten Impuls p;
' o4
Wir wollen nun eine Funktion definieren, die nicht mehr von ¢;, ¢;,t abhingt sondern

von ¢;, p;, t. Wir konnen die Gleichung fiir p; nach ¢; = §;(¢;, p:, t) auflésen und stellen
damit die Hamiltonfunktion auf

thu qu (JJ?pja L(Qquz(q’Lapht)vt)

Aquivalent zu den Lagrangegleichungen erhalten wir Bewegungsgleichungen (Hamil-
tonsche Gleichugnen)

OH . OH

Qi:*afpiapi— 87(11
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Hierbei handelt es sich um DGL 1. Ordnung, im Unterschied zu den Lagrangeglei-
chungen, die DGLs 2. Ordnung sind. Auflerdem ist die Symmetrie zwischen Impuls
und Koordinate offensichtlich.

Wir bestimmen die totale Zeitableitung der Hamiltonfunktion

A _~|oH,  oH | oH
a 0. 1 ap, P ot
~ ~
=Pi =49
_od _ oL
ot ot

Falls die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhéngt, ist die Hamiltonfunk-
tion eine Konstante der Bewegung.

2.2 Poisson Klammer

Wir definieren die Poisson-Klammer zweier Groflen F' = F(q;, pi,t), G = G(qi,pi, 1)
durch

OF 0G  OF 0G
F. = — .
{ 7G} Z (3%‘ Op; Op; aqi)

Die Poisson-Klammer hat folgende Eigenschaften
o {F,G} = —{F,G} (Antisymmetrie)
o {F\Fy,G} = Fy {Fy,G} + {F1,G} Fy (Produktregel)
o {F,{Fy, F3}} + {F, {F3, Fi}} + {F5,{F1, Fo}} = 0 (Jacobi-Identitét)

Mit der Poissonklammer kénnen wir die Ableitung einer physikalischen Grofle F' =
F(q;,pi,t) bequem schreiben

U o A
at g L T, L | T o
___O0H __OH
=~ op; =da;
OF
—(FH + 25

Man kann auch g;, p; in die Poissonklammer einsetzen. Es ergeben sich die fundamen-
talen Poissonklammern

10
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2.3 Beispiel: Harmonischer Oszillator
Betrachten Sie einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Lagrangefunktion
1 <2 mw 2

L=3smq —5°q".

(a) Bestimmen Sie den kanonischen Impuls p und die Hamiltonfunktion. Stellen Sie
die Hamiltonschen Gleichungen auf und 16sen Sie sie.

(b) Zeigen Sie, dass die Transformation

— 1 imw ~ 1 _ imw
g a= \/Qimwp+ 2 &P a= \/2imwp 2 q

kanonisch ist, indem Sie die Poissonklammer {a,a} berechnen. Schreiben Sie die
Hamiltonfunktion in Abhéingigkeit von a, & und lésen Sie sie.

Lésung (a) Wir bestimmen den zu ¢ kanonischen Impuls p

_ oL
p= a4
S q= 2.
m
Die Hamiltonfunktion lautet
H=q¢gp—L
_ i _ i + mw* 2
m  2m 2
2
_ pf mw? 2
2m tea

Damit erhalten wir die Hamiltonschen Gleichungen

._. o0 _ p
= op  m
OH
) = — = kq.
b= q

Um diese zu l6sen differenzieren wir die erste Gleichung noch einmal und setzen dann
die zweite ein. Wir erhalten

11
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mit Lésung

q(t) = Aei\/%t + Beii\/%t

v o JE
p(t) = gm =iV kmAel\/;t —iVkmBe \/;t.
(b) Wir berechnen die Poissonklammer {a,a}. Wir verwenden die Produktregel

0} = g b (02} — vV () + 2 e fan} — /2 0 )

— 1 imw(_l) + imw 1
V2imw 2 2 V2imw

=1

Damit gelten fiir a,a dieselben fundamentalen Poissonklammern wie fiir p, ¢ und die
Transformation ist also kanonisch. Wir schreiben die Hamiltonfunktion in a, a in dem
wir p, ¢ in Abhéngigkeit von diesen Groflen schreiben

)
).

IS}

p=1/"5 (a+
g

1
2imw (CL -

Q

Damit lautet die Hamiltonfunktion

= 232 (0 +a) + 2 g (a—a)
=% (a® +@° +2aa) — ¥ (a® + a@* — 2aa)
= iwaa.

Wir stellen die Hamiltonschen Gleichungen mit den Poissonklammern auf
a={a,H} =iw{a,aa}
= iwa{a,a} +iw{a,ata
= iwa
a={a,H} =iw{a,aa}
= iwa{a,a} + iw{a,a}a
= —iwa
Diese Gleichungen lassen sich leicht durch einen Exponentialansatz 16sen

a= Ae™t, § = Be ",
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